Nicolae Ivaschescu lon Patrascu

MATEMATICA

Clasele llI-IV

» Tipuri de probleme

- repere teoretice
- probleme rezolvate
- aplicatii propuse
» Performanta
- Concursuri scolare

- Olimpiada de matematica

(@ EDITURA CARMINIS


https://www.libris.ro/matematica-cls-3-4-nicolae-ivaschescu-ion-cam978-973-123-205-8.html

CUVANT-TNAINLE ....oooiieiiiiriei ittt ettt st st e e e srae s as s eneeeneeesaee e 3
CAPITOLUL . Tipuri de probleme pentru cercuri si concursuri ........................ 5
= |11 o T T S O OTSERRRURRRRTRTTO 5
Metoda reducerii 1a Unitate .....ccovceereceieee e 10
Metoda MErsulUi INVEIS ........veeiciiee et e e ee s e ebaae e e e 12
Metoda figurativa (Metoda graficd) ......cccccovereeriicirieicciiie e, 17
Metoda CoMPAarati€i ......cc.cccovveieieeieiierininee e e e s era e sr e 24
Metoda ipotezelor (Metoda presupunerii) .....ccocceeeveeecieeeecreeesieee e 28
Cateva reguli de calcul rapid (mintal) ...cccoooveeveciieeieceeeeee e, 32
AL TEBUIT ..t e e ssba e e s e s e e sasmas e s e sntesses snnnnenenas 33
Principiul CULIeI ........ scsaisinisisnmevsimmssans sammressmmssissnsesnmssqaseggss ¢ s vereoss 35
Probleme de mMiSCare .......ccccciviiiiiiric e esese e eras s saae s e ee e 38
Sistemul de numeratie zeCiMal ... e 42
Probleme de NUMAErAre ..........cooveeineeniiiivssssnmessnsissassossrvsisnanssnsssssssssssans 46
Teorema IMpartirii CU rest ...........oooo... i mimimss it s 50
Calculul unor sume de numere NAtUrale ......ccccvviiieeiiieii e 54
Probleme de matematica distractiva ..........ccccccveiiiiiiiiinninnene e 60
PerimEtre ...coocccerciieeee i iecnneeeennes e AR b ST b BRSNS VB R 66
X o R T 71
JOCUN s s s v S O e B i TP s s st 78
CAPITOLUL Il. Probleme date la concursurile de matematica ...................... 81
011 I [ T P U BOPU O o P LTS S 81
Clasa @ 1V-a ....eieieieeiieceiee ettt b e s s eane e e aane e 118
Indicatii — Solutii — REASPUNSUNT ...oovieeiiieeie et 193
BIDlIOIafie ......ccoiiiiiciiiccciieicscvneinc i senenesesecenesosamssa s ssesessonos s diissanibasEHS SRR SIS 294
Colaboratori wisasussemsivenmessersinsissimseas s i see s s 295

296



EGALITATI
I. PROPRIETATI

In exemplele de mai jos:
a)2+3=1+4 0)2x3-1=1+2+3
b)7-2-1=20:5 d)3x(8-2)=3x5+3

relatiile a), b), d) sunt egaliti{i pentru ca efectuénd calculele indicate de operatii atét in
membrul sting (partea stingd a semnului egal), cit si in membrul drept (partea dreapta
a semnului egal), obtinem rezultate egale. (Verificati!)

Relatia ¢) nu este o egalitate pentru ¢a membrul sting are valoarea 5 si membrul
drept are valoarea 6. O astfel de relatie se numeste inegalitate si scriem 2 X3 -1 <1+
+2+3.

In general notam o egalitate: a =b.

Fie egalitatea 18 + 26 = 57 - 13.

Sa adunam in fiecare membru al egalitdtii numarul 10. Constatdm cd membrul
stang devine 18 + 26 + 10 = 54 i membrul drept devine 57 — 13 + 10 = 54. Deducem ca
am obtinut tot o egalitate. Aceasta proprietate o scriem in general astfel:

Dacda=>b, atunci a +n=>b +n

Dacd in ambii membri ai unei egalitdfi adundm acelasi numar, atunci obfinem
tot o egalitate.

Consideram aceeasi egalitate, iar dacd scadem 10 din ambii membri obtinem tot
o egalitate. (Verificati!)

Putem scrie ca |dacd a =b atunci a — n =b — n | (a si b mai mari sau egale cu n).

Dacad din ambii membri ai unei egalitafi scadem acelasi numdr, atunci obtinem
tot o egalitate.

Sa inmultim fiecare membru al aceleiasi egalitati cu 2. Constatdm ca obtinem tot
o egalitate. (Verificati!)

Daca impartim fiecare membru al acestei egalitati cu 4 obtinem tot o egalitate.
(Verificati!)

in general, dacd | a=b | si n este numir natural, atunci | @ X n =bXn.

Daci | a=b |[sin este numir natural, diferit de zero, atunci | @ : n =b : n.




Daca inmulfim (impartim) ambii, membri ai unei egalitafi cu acelasi numdr na-
tural (nenul), atunci obfinem tot o egalitate.

Consideram egalitatile:

3x(8-2)=3x5+3517-2-1=20:5.

Daca adunam egalitdfile membru cu membru (membrul stdng din prima egalitate
cu membrul stang din a doua egalitate i membrul drept din prima egalitate cu membrul
drept din a doua egalitate) atunci obtinem tot o egalitate. (Verificati!)

Daci| a=bsic=d, |atunci | g +¢c =b +d.

Dacd scadem egalitatile date membru cu membru, atunci obtinem o egalitate.
(Verificati!)
Daci|a=bsic=d, |atunci | a—¢ =b-d |(a>c,b>d).

Deci fiind date doua egalitati, dacd le adunam (scadem) membru cu membru,
atunci obtinem tot o egalitate.

Fie egalitatile 18 +26=57-13s17-2-1=20:5.

Daca inmultim (impartim) cele doud egalitati membru cu membru obfinem tot o
egalitate. (Verificati!)

Dacd a=bsic=d, atunci:

axXc=bxd a:c=b:d

Deci fiind date doua egalitdti, dacd le inmulfim (Tmpdrfim) membru cu membru,
atunci obtinem tot o egalitate. (Egalitatea ¢ = d nu trebuie sd fie 0 = 0.)

II. PROBLEME REZOLVATE

1. Suma a doud numere este 96, iar diferenta lor este 66. Aflati produsul celor
doud numere.

Rezolvare

Notind numerele cu a si b avem:

a+b=96,a-b=066.

Adunind membru cu membru cele doua egalitdfi obtinem a +b +a—b =96 + 66,
de unde 2a = 162.

Impartind cu 2 ambii membri obtinem a = 81, de unde b = 15.

Produsul axb =81 x 15=1215.

2.Dacia+b=45sic=8:
a) Inmultiti membru cu membru cele doua egalititi date;
b) calculati axc+ 10 +b x c.



Rezolvare

a) Avem (a+b) Xxc=45x8.

Aplicand proprietatea de distributivitate a inmultirii fatd de operatia de adunare
obtinem a X ¢ + b x ¢ = 360.

b)axc+10+bxc=(axc+bxc)+10=360+ 10=370.

3.Daciaxd-bxd+cxd=100sid=4,calculati a—b+c.

Rezolvare

Observimcid axd-bxd+cxd=dx (a—b+c)sispunem ca l-am scos factor
comun pe d. Egalitatea este justificatd de proprietatea de distributivitate a inmultirii fata
de adunare si scadere.

Decidx (a—b+¢)=100si4 x (a—b+c)=100.

Impartind cu 4 in ambii membri obtinem a —b + ¢ =25.

4. Aflati numerele naturale ,,a“, ,,b", ,.c* care verifica simultan relatiile:
2a+ b+ ¢c=110
a+2b+ ¢c=120
a+ b+2c=130
(prof. Nicolae Ivaschescu)

Rezolvare

Adunind relatiile date membru cu membru ob{inem:
4x@a+b+c)=3601:4=a+b+c=90
Din2a+b+c=110
a+b+c= 90 scazindu-le membru cu membru =
=a = 20

Dina+2b+¢=120
sia+ b+c= 90 scazdndu-le membru cu membru =
=/ b /=30

Lafel, din a+b+2c=130
sia+b+ c= 90 scazindu-le membru cu membru =
= [ c= 40

Deci a =20, b =30, c=40.

5. Daci a, b, ¢ sunt numere naturale astfel incit 3 xa+b =111 i 2 xb + ¢ =222,
calculati6 xa+ 8 xb+3 xc.
(prof. Nicolae Ivaschescu, P. 484, G.M.)

Rezolvare 1

Folosind proprietatea de comutativitate a adunarii, dand factor comun dupa ce-1
scriempe 8 Xb=2Xb+6Xxbavem6 xa+8Xb+3Xc=3xax2+2Xb+06Xb+
+3xc=20Bxa+b)+32xb+c)=2x111+3x222=23888.



Rezolvare 2
Avem:3xa+b=111;(1)
2xb+c¢=222;(2)
6xa+8xb+3xc. (3)
Constatdm ca a se afld doar in (1) si pentru a obfine 6 X a trebuie si inmulim pe
(1) cu 2.
¢ se afld numai in (2) si pentru a obtine 3 X ¢ trebuie sd inmultim pe (2) cu 3 si
apoi adunam relatiile obtinute membru cu membru.
3xa+b=111Ix2=6Xxa+ 2xb =222
2Xxb+c=2221x3= 6 Xb+3xc =666
6xa+8xb+3xc=2_888.

6.Dacia+b=86,b+c=117,a+c=99, calculatic—a,c—bsib—a.
(prof. Nicolae Ivaschescu, P. 507, G.M.)

Rezolvare 1

Adunédnd membru cu membru cele trei egalitiifi avem:

a+b =86

b+c=117

a +c¢=99
2a+2b+2c=302=2(a+b+¢)=3021:2=a+b+c=15l.
Dina+b+c=151sib+c=117, prin scadere obtinema= 151 - 117 = a = 34.
Dina+b+c=151si a+c =99 prin sciadere rezultdi b= 151 — 99, deci b = 52.
Lafela+ b+ c=151,a+b=286,decic=151 — 86 = ¢ =65.

Acum putem afla ce se cere:
c-a=65-34=31l;c-b=65-52=13;b-a=52-34=18.

Rezolvare 2

Dinrelatiile b+ c= 117 si a + b = 86, scizindu-le membru cu membru se obtine
c—a=117-86=c-a=3l.

Din a+c¢=99 si a+ b = 86 prin scadere obtinem ¢ —b = 13.

Sidinb+c¢=117si a+c¢=99 prin scidere ob{inemb —a = 18.

ITII. PROBLEME PROPUSE

1. Verificati daca urmitoarele relatii sunt egalitati:
a)20+4:(3-6:3)=40-100: (1 + 3 x 33);

b) 741 - 393 + 204 = 741 — (393 — 204);
¢)30-30:(4+13x2)+10=40-100: (1 + 3 x 33);

d) 12X [15+3(12+3%x6)]-145=432+7 x[7T+7Tx(77-7x7)]-738.

2. Dacaa=5,b+c=10,b-c=4, calculati:
a)axb+axc; b)axb—-axec.



3.Dacaa=3sib-c+d=18calculatiaxb—-axc+axd.

4. Dacia=3sib—c+d=23 calculati 6 xa+3X(axb-aXxc+axd).
K.Dacia+b=16,b+c=12, calculati 4a + 9b + 5¢.
6.Dacia+b=13,a—c=25, calculati 9a+ 4b - 5c.

7. Daci 12a + 14b = 240, calculati 6a + 13 + 7b.

8.Daciaxb+axc=bxc+cxc,calculati bx a—b X ¢, unde a, b, ¢ sunt
numere naturale cu b # 0.

9. 1 kg de mere si 1 kg de pere costd impreuna 5 lei, iar 1 kg de pere si 1 kg de
gutui costd impreuna 10 lei. Aflati:
a) cu cat e mai scump 1 kg de gutui decit 1 kg de mere;
b) cat costd impreund 3 kg de mere, 7 kg de pere si 4 kg de gutui.
(prof. Nicolae Ivaschescu, lon Patrascu)

10. Dacd a+b+c=175sia+ 2¢ =200, calculati produsul (2a+b + 3¢) X (¢ —b).
(prof. inv. primar Marian Ciupercean)

‘e

11. Aflati numerele naturale ,,a*, ,,b", ,.c*, ,.d*, .. astfel ca:
a+tb+c+d=16
b+c+d+e=24
a+b+c+e=18
at+c+d+e=22

at+b+d+e=20
(prof. Nicolae Ivaschescu)

12. Radu, Leo si Teo au economisit fiecare pentru vacantd céte o sumd de bani.

Suma economisitd de Radu adunati cu dublul sumei economisite de Leo si cu triplul

sumei economisite de Teo este de 2 013 lei. Radu si Teo au economisit impreund 787 de
lei. Comparati sumele economisite de Radu si Leo.

(prof. Nicolae Ivaschescu)

13. Aflati numerele naturale ,,a“, ,,b*, ,c“, ,d" stiind ca egalitifile de mai jos
sunt indeplinite simultan.

axbxc=15

axcxd=35

bxcxd=105

axbxd=21
(prof. Nicolae Ivaschescu)

14. Aritati ¢ pentru orice a # 0 are loc egalitatea:
a+a:{[at+a:2xa-a)]:1-1}=a+1.
(prof. loan Sdacdaleanu, Harldu)



15.°Se dau patru numere naturale. Cunoscind ca sumele oriciror trei dintre ele
sunt respectiv 300, 500, 600, 607, aflati numerele.
(prof. Nicolae Ivaschescu, RM.T.)

16. Fie numerele nenule ,a* »b%, ¢, . d* astfel incAta + b =18, b + ¢ = 14,
¢ +d = 10. Calculati suma 5a + 6b + 8c + 7d.
(prof. Nicolae Ivaschescu, P. 265, R.M.1.)

17. Aratati cd nu existd numere naturale de doui cifre care sa fie egale cu suma
cifrelor lor,
(prof. Nicolae Ivaschescu, P. 602, G.M)

METODA REDUCERII LA UNITATE

I. DESCRIEREA METODEI

Intr-o problemd care se rezolva cu metoda reducerii la unitate se dau doud
marimi. La prima dintre marimi se cunosc doua valori, la cealaltd numai o valoare, cea
de-a doua valoare a ei urménd a fi aflata. Pentru aflarea acesteia se calculeaza mai intai
,»valoarea®” unei unitati din prima marime.

II. PROBLEME REZOLVATE

1. 7 stilouri costa 91 de lei. Aflati cati lei costa 12 stilouri de acelasi fel.

Rezolvare

Pentru a afla pretul unei unitati (stilou) efectuim:
91 :7=131ei costa un stilou.

Pentru a afla costul a 12 unitati (stilouri) efectuam:
13 lei x 12 =156 lei.

2. Un tren accelerat parcurge 320 km in 4 ore. Daca pana la destinatie maij
circuld incé S ore cu aceeasi viteza, ce distanta a parcurs in total?

Rezolvare

QOI€ oo 320 km

lord ..o 320 km : 4 ore = 80 km/orid
0] (I PR AT 80 km/ora x 5 ore = 400 km

In total a parcurs: 320 km + 400 km = 720 km
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3. Pciun €D sunt inregistrate 12 povesti, fiecare avand aceeasi duratd. Ascultarea
CD-ului dureaza 4 ore. Cét timp este necesar pentru ascultarea a 4 povesti?

Rezolvare

Lord ..o 60 minute

GOIC ot 4 x 60 minute = 240 minute

12 POVESHL. .ot 240 minute

L pOVeSte. ..o 240 minute : 12 = 20 minute
A POVESH. .ot 4 x 20 minute = 80 minute

Timpul necesar pentru ascultarea a 4 povesti este de 80 de minute.

4. 96 de tablouri au fost expuse pe 3 dintre cele 5 etaje ale unui muzeu. Stiind ca pe
fiecare etaj se expune acelagi numar de tablouri, aflati cate tablouri mai pot fi expuse.

Rezolvare

3etaje oo 96 tablouri

Leta). oo 96 tablouri : 3 = 32 tablouri
2@LAJC e 2 x 32 tablouri = 64 tablouri

Mai pot fi expuse 64 de tablouri.

ITI. PROBLEME PROPUSE

1. Raluca citeste in fiecare zi acelasi numar de pagini. Stiind cd in 5 zile a citit
125 de pagini, sa se afle in cite zile o si citeasca 450 de pagini.

2. O croitoreasa confectioneazi din 60 m de material 30 de camasi de aceeasi
miarime. Citi metri de material sunt necesari pentru confectionarea a 45 de camisi de
acelasi fel?

3. Din 2 kg de fiina mama face 4 cozonaci. Din cate kilograme de fdind va face
mama 10 cozonaci?

4, Un autoturism consuma 2 ! de benzina pe o distantd de 25 km. Cati litri de
benzini va consuma pentru a parcurge 400 km, daca va merge cu aceeasi viteza?

5. Un pachet de 100 de coli de scris are grosimea de 10 mm. Care este numarul
colilor continute intr-un pachet de 7 cm grosime?

6. Un ghem de sfoard cantareste 475 g. Care este lungimea firului ce formeaza
ghemul, daca 10 m de sfoara cantdresc 25 g?

7. Un fermier foloseste 600 kg de ingrasaminte la hectar. Ce cantitate de Tngra-
saminte utilizeaza pentru intreaga suprafata care este de 135 000 m™?
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8. Pentru-a cumpéra 40 de scaune, o gridiniti a dat 8 600 de lei. Cat trebuie s
plateasca o altd gradinitd care cumpara 56 de scaune de acelasi fel?

9. Pe o distantd de 324 m s-au instalat 54 de conducte de api. Cite conducte de
acelasi fel sunt necesare pentru o distantd de 816 m?

10. 17 saci cu cartofi cantaresc 289 kg. Cati saci de acelasi fel cantiresc impre-
una 884 kg?

11. Elevii unei scoli pleacd intr-o excursie cu 3 autocare care au acelasi numir
de locuri. In primele doud autocare au fost repartizati 90 de elevi. Céti elevi pleaca in
excursie?

12, Zece stélpi de curent electric sunt legati cu 180 m de cablu. Cati metri de
cablu leaga 20 de astfel de stalpi?
(prof. inv. primar Marian Ciuperceanu)

13. In timp ce Mircea minanca 2 piersici, Ovidiu mananca 3 si Diana 5. Cate
piersici revin fiecaruia daca impreund au 60 de piersici?
(prof. loan Sdcaleanu, Harlgu)

METODA MERSULUI INVERS

I. DESCRIEREA METODEI

Problemele care se rezolvd prin aceastd metodd cer aflarea unui numar (sau a
unei mirimi) asupra céruia (cireia) se efectueaza succesiv anumite operatii obtinandu-se
un rezultat cunoscut.

Solutia problemei se obtine efectudnd in ordine inversa (de la sfarsit cétre ince-
put) operatii dup# urmétoarea regula:

a) daca ultima operatie din enunt a fost o Tmpartire cu un anumit numdr, in rezol-
vare prima operatic va fi o inmultire cu acel numir;

b)  dacd ultima operatie din enunt a fost o inmultire cu un numir dat, in rezolvare
prima operatie va fi o impartire la acel numar;

c) daci ultima operatie din enunt a fost o adunare cu un anumit numdr, atunci in re-
zolvare prima operatie va fi o scidere cu scazitorul acel numar;

d)  daca ultima operatie din enunt a fost o scadere cu scazitorul un anumit numdr,
atunci prima operatie din rezolvarea problemei va fi o adunare cu acel scazitor.

Aceastd reguli se aplica pentru fiecare operatie ce apare in enuntul problemei.
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11. PROBLEME REZOLVATE

1. Am ales un numir, l-am inmultit cu 4, la produsul obtinut am adunat 24, suma
obtinuti s-a impdrtit exact la 8, iar din cdt am scdzut 67 obtinind 9. Ce numér am ales?

Rezolvare

Care este ultima operatie facutd? Din enunt aflam: ,.Din cit am scdzut 67 obfi-
nand 9. Deci numarul din care scidem 67 si obtinem 9 este 9 + 67 = 76.

Reformulénd problema data obtinem:

., Am ales un numdr, l-am inmultit cu 4, la produsul obfinut am adunat 24, suma
obtinuta s-a impartit exact la 8, obtinandu-se 76. Ce numar am ales?"

Care este ultima operatie facutd? O operatie de impértire. Ce numdr impartit la 8
da 767 Acesta este 76 X 8 = 608.

Problema se transforma astfel:

., Am ales un numar, l-am tnmultit cu 4, la produsul obtinut am adunat 24, rezul-
tand 608. Ce numar am ales?"

Ultima operatie facutd este o adunare. Ce numar adunat cu 24 da 6087 Acesta
este 608 — 24 = 584.

Problema devine:

., Am ales un pumir, l-am inmultit cu 4 obtinand 584.%

Deci, numirul ciutat este 584 : 4 = 146.

Observatie

Problema se poate rezolva si cu ajutorul ecuatiilor. Notdm cu ,,x* numdrul cautat.
Ecuatia corespunzatoare problemet este:

(4x+24):8-67=9.

Rezolvand aceastd ecuatie se obtine x = 146.

2. La plecarea dintr-o statie, jumatate din locurile unui autobuz sunt ocupate de
calatori. La prima statie coboard 10 persoane, iar la a doua statie urca 25 de persoane,
acum in autobuz fiind 39 de calatori. Cite locuri pentru calatori are autobuzul?

Rezolvare

Cate persoane erau in autobuz fnainte de a doua statie?
39-25=14

Cite persoane erau in autobuz inainte de prima statie?
14+10=24

Cate locuri pentru caldtori are autobuzul?

2%x24=48

3. Daca triplam un numar marit cu 3 si micsordm cu 3 rezultatul obfinut, rezul-

tatul este 33. Aflati numarul.
(prof. lon Patrascu)
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Rezolvare

Ultima operatie din enunt a fost o scadere avand pe 3 ca scdzator. Adunim la 33
numdrul 3 si obfinem 36. Acest rezultat se obtine in urma triplarii numarului marit cu 3,
deci 36 : 3 = 12 reprezintd numérul marit cu 3. Efectuind 12 — 3 gdsim ¢a numarul cerut
este 9.

4. Un numdr natural adunat cu jumitatea sa, cu sfertul siu si cu optimea sa di
30. Aflati numarul.
(prof. Nicolae Ivaschescu, P. 451, G.M.)

Rezolvare
a a a

a 2 4 8

1 I L |
T 1

O patrime are 2/8 (doud optimi); o jumdtate are doua sferturi, deci are 4/8 (patru

optimi); un Intreg are 2 jumatati, adica are 8/8 (opt optimi).
Suma are 8 +4 42+ 1 =15 optimi.
15 optimi = 30, o optime = 2, deci numarul este 16.

5. Aflati un numar natural de doua cifre, stiind ci dacd numarul este micsorat cu
cifra zecilor, iar rezultatul obtinut este marit de un numar de ori egal cu cifra unititilor,
se obfine un numar cu doua cifre egale cu cifra unitagilor numarului dat.

(prof. Ion Pdtrascu)

Rezolvare
Numdrul micsorat cu cifra zecilor este 11. Intr-adevar, daca ,,a“ este cifra zecilor

numérului cautat, atunci aa:a=11. Notand numarul ciutat ab avem ca ab—a =1 1. De

aici obtinem ca ab=11+a. Deoarece ,»a' este cifrd nenuld, rezulta ca 11 + a poate fi cel
mult 20.

Daca Il + a=20rezultd a = 9 si nu este posibila egalitatea ab=20. Dacd 11 +a
nu este 20, atunci inseamna cd a = 1 si prin urmare b = 2. Numarul cautat este 12.

6. Aflati ,x“ din egalitatea:
2010-{2009—-[2009-2x%x(2008+2009:x)+2009]}=1.
(prof. Nicolae Ivdschescu, S:P10.115, G.M.)

Metoda I (Metoda mersului invers)

Tindnd cont de proprietatile operatiilor avem:

{...}=2010-1={..}=2009=2009—-[...]=2009=1...]1=2009 -
-2009=1...]1=0=2009-2x2008+2009:x)+2009=0=2x2009 =
=2x(20084+2009:x)1:2=2009=2008+2009:x=2009-2008=2009 :x =
= 1=2009:x = x=2009.
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